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Abstrakt

V tomto ¢lanku jsme se soustfedili na demonstraci moznosti vyuziti teorie
iteraci v teorii monounarnich algeber, zabyvali jsme se konkrétné dvou-
parametrickym systémem kvadratickych funkci f(z,t,s) = f(z+1)*>+s,
mimo jiné z divodu dulezitosti kvadratickych funkci v matematice jak
na stfedni, tak vysoké skole a vyznamu jednoduchych nelinearnich mo-
deld. Popisujeme zde rozklad tohoto systému na bloky navzajem kon-
jugovanych funkci tak, abychom ukézali moZnosti vyuziti teorie iteraci
z hlediska moderni matematiky na vysokych skolach.
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Uvod

V letech 1815-1816 jeden z matematiki 19. stoleti, Charles Babbage — mate-
matik, ekonom, politik a filosof, jehoz vyznam byva casto redukovan pouze na
oblast vypocetni techniky a jehoz skuteény vyznam spociva v celé jeho roz-
sahlé praci matematické, ekonomické i filosofické, publikoval dvoudilnou préaci
An Essay Towards the Calculus of Functions, ve které zkoumal a klasifikoval
moznosti TeSeni funkcionalnich rovnic. Hlavnim vysledkem studia funkcionél-
nich rovnic pak bylo poloZeni zakladu teorie iteraci. V navaznosti na vysledky
Charlese Babbage v tomto ¢lanku ukazeme, jak je mozné vyuzit teorii iteraci
ve vyucovani matematice a pfineseme netradi¢ni pohled na kvadratické funkce
z pohledu monounarnich algeber. Zékladni pojmy teorie monounarnich algeber
nalezneme naptiklad v publikaci Chvaliny (1995) a v ¢lancich Beranka, Chva-
liny (2002), Bijeva, Tomodorova (1985) nebo Binterové (2003b). Tato teorie
predstavuje uziteCny matematicky aparat pro studium vlastnosti mnozinovych
transformaci. Je vyuzivana v mnoha oborech moderni matematiky. S pojmy,
které zde budeme pouzivat, pracujeme pouze na intuitivni irovni tak, abychom
priblizili popisovanou tématiku, s cilem motivovat studenty k dalsimu studiu
zajimavych oblasti matematiky. Jak uvadi Krech (2006), je dilezité ve vyuce
matematiky nezanedbat fazi matematizace a proces aplikace poznatkii.
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Uzlové grafy

Funkcionalni rovnice jsou pfedmétem zajmu mnoha matematikt na celém svéte.
Pokud hleddme napiiklad feseni Abelovy rovnice f(s(z)) = f(z) + ¢, kde f je
neznadma funkce a s je funkce dana, utvofime mnozinu, kterou pojmenujeme
orbita, a tato mnozina ma tu vlastnost, Ze znadme-li hodnotu hledané funkce
v jednom bodé orbity, najdeme iterativnimi procesy hodnotu ve vSech bodech
téze orbity. Jinymi slovy, kazdy bod orbity je ,,dosazitelny“ z poc¢atecniho bodu
xo uzitim funkce s. Tedy napfiklad, kdyz body x1, x2 leZi na orbité, plati
x1 = 5%0) a x5 = s7(*0) kde i, j jsou vhodna celd &sla, ve smyslu s' = s, 52 =
sos, s~1 je inverzni funkce, s 72 Los~1 atd. Tim je popséano, ze kazdé dva
body orbity jsou navzijem dosaZitelné kone¢nym uzitim funkei s a s~'. Pokud
pak uvaZzujeme vSechny orbity vSech bodu defini¢niho intervalu funkce f, pak
mnozina téchto orbit tvori rozklad na mnoziné bodu tohoto intervalu. Definici
orbity uvadime déle.

V iteracni teorii funkci jsou obvykle elementarni funkce popisovany jako
algebry s jednou unarni operaci. PfisluSnou monounarni algebru budeme nazy-
vat unarem. Pro popsani unaru muzeme volit alternativni popisy. Lze je napf.
povazovat za mnozinu s jednou binarni relaci nebo je chapat jako orientované
grafy (Chvalina 1995).

Definice 1. Unar (A4, f) se nazyva souvisly, jestlize pro kazdé dva prvky
a,b € A existuje dvojice pfirozenych ¢isel m,n € Ny s vlastnosti f(a) = f™(b).
V opac¢ném pripad€ se unar nazyva nesouvisly.

Definice 2. Unar (B, g) nazveme podunarem unaru (4, f), jestlize () #
B C A a zobrazeni g je zGizenim zobrazeni f na mnozinu B.

Definice 3. Maximalni souvisly podunar ve smyslu uvedené relace se na-
zyvé komponenta unaru (A4, f).

Souvisly unar je tvofeny jedinou komponentou.

Definice 4. Miniméalni podunar (pokud existuje) dané komponenty se na-
zyva cyklus. Cyklus fadu k > 0, kratce k-cyklus zobrazeni f : A — A je
mnozina {xg, 1, ...,Zx—1} prvki mnoziny A, pro které plati f(z.,,) = @mi1
pro 0 < m < k—1a f(rg—1) = zo. Komponenta se nazyva cyklickd nebo
acyklicka podle toho, zda obsahuje nebo neobsahuje cyklus.

Kazda komponenta unaru ziejmé obsahuje nejvyse jeden cyklus. Nosice
komponent unaru (A, f) se nazyvaji orbity funkce f. Kazda kone¢na orbita
je cyklicka. V dalsim textu bude hrat klicovou roli pojem konjugace funkci,
uvedeme proto definici tohoto pojmu.

Necht (A, f), (B,g) jsou funkcionalni grafy, h : (A, f) — (B, g) je homo-
morfismus. h : A — B je, z hlediska obecnych algeber, homomorfismus unaru
(4, f) do (B.g).

Definice 5. Necht (A4, f), (B, g) jsou unary. Funkce f, g se nazyvaji kon-
jugované, kdyz existuje bijekce h : A — B takova, ze f =h logoh.

Ukéazeme nyni, jak vypadaji uzlové grafy pro rizné typy funkci. Grafy nebo
také orbity, kterymi je mizeme popsat podobné jako kartézskym grafem, mohou
vypadat rozdilné a dokonce i nékdy neocekdvané nezvykle. Pfi vySetfovani
tvaru téchto orbit je nutné znat dikladné vlastnosti téchto funkci a provést
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aplny rozbor jejich vlastnosti. Pro demonstraci raznych typi orbit jsme vybrali
dva typy funkci: konstantni funkci, funkci linedrni. U kazdé z nich pfedvedeme
jejl kartézsky graf, typy orbit a provedeme rozbor z hlediska poctu vSech typu
uzlovych grafii, které danou funkci reprezentuji.

Priklady nékterych funkci a jejich orbit

Jako prvni vezméme piiklad konstantni funkce y = 1. Je zfejmé, Ze vSechny
pocatecni body hran probéhnou mnozinu vsech realnych ¢isel. Koncovy uzel
vSech orientovanych hran je jediny, konstanta c. Tato konstanta se zaroven
zobrazi sama na sebe, coz na uzlovém grafu znazornujeme smyckou. Jedna se
o konec¢nou cyklickou orbitu.

Obrazek 1: Konstantni funkce
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Na obrazku 1 je znazornén kartézsky graf a jedina orbita, ktera tuto funkci
reprezentuje.

Daéle budeme zkoumat linedrni funkci y = x 4+ 1. Chceme tedy zjistit, jak
budou vypadat jeji orbity. Takovych orbit je nespocetné mnoho, jsou nekonecné,
acyklické a vSechny prochézeji hodnotami v intervalu (0, 1).

Na obrazku 2 jsou znazornény dvé takové nekonecné orbity.

Je zfejmé, Ze orbity funkce y = x jsou uplné jiné. Jsou to cyklické grafy,
smycky ve vSech bodech p¥imky, nebot kazdy jeji bod se zobrazuje sdm na sebe.

Zatim jsme zjistili, Ze orbita jedné linedrni funkce y = ¢ je jedna konecna
a cyklicka, orbit jiné linearni funkce y = x je nespoc¢etné mnoho a jsou vsechny
cyklické. Pokud tuto funkci posuneme o jisty parametr, situace se zméni, jeji
orbity jsou nekonecné, acyklické a je jich také nekonec¢né mnoho. Porovname-li
kartézské grafy téchto funkci, grafem vsech téchto funkci je pfimka, 1isi se pouze
polohou vzhledem k ose z.
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Obrazek 2: Linearni funkce
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Dvouparametricky systém kvadratickych funkci

Naznagdili jsme, jak razné mohou byt tvary orbit jednotlivych funkeci, jak obtizny
nékdy muze byt jejich popis a nalezeni vsech typt. Pokud bychom chtéli popsat
orbity napfiklad kvadratickych funkeci, brzy zjistime, Ze jejich popis viibec neni
jednoduchy.

Abychom pfibliZili celou problematiku, jeji obsahlost a slozitost, pokusime
se dale pfinést rozbor problematiky typta orbit kvadratické funkce ve tvaru y =
x2 + ¢ chapanych jako monounérni algebry. Ctenai bude moci saim nahlédnout,
jak obtizny by byl popis dalsich typu kvadratickych funkci. V navaznosti na
popisy vybranych funkci popiSeme rozklad systému kvadratickych funkci na
bloky funkci navzajem konjugovanych, zavedeme zakladni pojmy tykajici se
tohoto rozkladu. PopiSeme jednotlivé tvary orbit a uvedeme jejich grafickou
reprezentaci.

Zabyvejme se tedy nyni dvouparametrickym systémem 7 kvadratickych
funkei f(z,t,s) = (z + t)* + s. Uvazme rozklad tohoto systému na bloky na-
vzéjem konjugovanych funkci. Pfi popisu tohoto rozkladu hraji vyznamnou roli
pruseciky dané kvadratické funkce f(x,t, s) s identitou g(x) = s. Hledejme pri-
secik funkce f(x,t, s) s linearni funkci g(z), tj. fe$me rovnici & = x?+2tx+1%+s.

2 2

Pro koteny posledni rovnice plati z; o = L2t Vit 24t 14— ds =

1-2t£v—-4t—4s+1
2

. 1 . 1
rovnice zadné feseni, pro s+t = 7 ma jediné feseni a pro s+t < 7 mé dveé

1
. Odtud plyne, ze v pripadé s +t > 1 nema uvedena
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feSeni. Bloky studovaného rozkladu, tj. bloky navzajem konjugovanych funkci,
nelze uréit jen pomoci poctu prusecikt kvadratickych funkei s identitou. Jak
jsme vSak jiz uvedli, jsou dvé funkce konjugované pravé tehdy, kdyz jsou izo-
morfni uzlové grafy prislusnych unara. Popisme tedy podrobnéji, jak vypadaji
nékteré uzlové grafy studovanych unart.

Uvazme napiiklad funkci y = 22 + 1. Na obr. 3 je jeji kartézsky graf, vpravo
jsou uvedeny dva typy orbit, na néz se rozpadé uzlovy graf daného unaru.

Obréazek 3: Kartézsky graf a orbity funkce y = 22 + 1
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Protoze funkce y = 22+ 1 nabyva hodnoty 1 pouze v bodé 0, existuje jedina
orbita, kterd ma nejmensi prvek (obr. 3, leva orbita). VSechny ostatni orbity
maji minimalni prvky « a —a, kde a € (0, 1). Uzlovy graf funkce z tak obsahuje
2No komponent tvaru, ktery je zndzornén na obr. 3 vpravo (uvedena je orbita
pro a = 1)

Pro popisy bloki konjugovanych kvadratickych funkci daného systému je
zasadni nasledujici tvrzeni.

Véta 1. Funkce f(x,t1,s1), f(z,t2,s2) takové, Ze t; + s1 = to + s2 jsou
konjugované.

Dutkaz véty je jednoduchy. Vzhledem k tomu, ze jedna funkce vznikne
z druhé posunutim ve sméru identity g(x) = x, jsou dané uzlové grafy evi-
dentné izomorfni. Dané funkce jsou konjugované.

Dusledek 1. Podle véty 1 je mozné v dalSich tivahach reprezentovat vSechny
paraboly f(z,t,s), pro néz t + s je rovno dané konstanté ¢ € R, parabolou
Yy = 2% +c.

Véta 2. Bud (R, q) unar na mnoziné R. Definujme na R binarni relaci <
takto: pro z,y € R polozime x < y, jestliZe existuje n € Ny s vlastnosti ¢"(z) =
y. Pak je < kvaziuspofadani (tj. reflexivni a tranzitivni relace) na mnoziné R.
Tato relace je navic antisymetrickd, tj. bude uspofadanim pravé tehdy, kdyz
orbity daného unaru obsahuji nejvyse jednoprvkové ,cykly“, tj. smycky.
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Dtikaz: Reflexivita a tranzitivita definované relace je ziejma. Existuje-li
v unaru (R, q) cyklus délky k > 0, existuji podle definice 4 (Binterova 2003a)
v R takové prvky xg,x1,...,Trp_1, 26 9 < 1 < ... < 21 < x0, takze relace
< neni antisymetricka. Smycky vsak antisymetrii evidentné neporusuji. Tim je
tvrzeni dokazano.

Nyni jiz mtzeme popsat jeden blok rozkladu navzajem konjugovanych funkei
studovaného systému t.

1
Véta 3. Vsechny funkce f(z,t,s), kde s+t = 1 jsou vzajemné konjugovany

a tvori jeden blok rozkladu.
Dtikaz: Orbity unart ze systému 7 obecné obsahuji cykly. V pfipadé funkce

flz,t,s), s+t= 1 vSak pFislusny unar neobsahuje Zadny cyklus, takZze orbity
jsou uvedenou relaci uspofddany. Uzlovy graf libovolné funkce y = z2 + ¢,

1, .
c> 19 izomorfni s grafem na obrazku 3. Soucasné plati, ze v uzlovém grafu

1
kazdé funkce f(x,t,s), kde s +t < 1 lezi alesponi jeden pevny bod (prusecik
kvadratické funkce s identitou), tj. bod, v némz je smycka. Uzlovy graf takové
1
funkce tedy nemize byt izomorfni s grafy funkci f(z,t, s), s+t > T takze podle

véty 1 nemiiZe byt zadna z téchto funkci konjugovana s nékterou z funkci, ktera
identitu neprotina. Tim je véta dokézana.

Kvadraticka funkce

Dalsi bloky studovaného rozkladu nelze takto snadno popsat. Neplati totiz,
ze kazdé dvé funkce ze systému 7, které protinaji identitu napiiklad ve dvou
bodech, jsou konjugované. Bloky rozkladu jsou v tomto pripadé podstatné kom-
plikovanéjsi. Uvédomme si, jak mocnym néstrojem pii studiu konjugovanych
funkeci jsou uzlové grafy ziskané pomoci iteraci dané funkce. Kdybychom chtéli
pfimo podle piislusné definice zjistit, zda jsou dvé funkce f1 = f(x,t1,s1),
fo = x,ta, 59 ze systému 7 konjugované, museli bychom dokézat existenci bi-
jekce h : R — R takové, ze fi =h 1o faohtj. ho fi = faoh.

Studium tohoto problému vede ke zkoumani netrividlnich funkcionalnich
rovnic. Dokonce i jednodussi problém nez feSeni posledni rovnice, totiz otazka
zdménnosti bijekce h : R — R s kvadratickou funkci ¢ = (z + t)% + s, tj.
platnost vztahu f(¢(x)) = ¢(f(x)) vede k funkciondlni rovnici f((z+t)%+5) =
(f(x) + )2 + s, [f(2)])? + 2tf(x) + t* — f((x +t)® + s) + s = 0. Netrivialn{
otazka Tesitelnosti takové funkcionalni rovnice je vSak pro kvadratické funkce

1
ze systému ¢, pro néz plati s +¢ > T vétou 3 zodpovézena kladné (Binterova,

Chvalina, Chvalinov4 2004; Binterova 2003a).

V zavéru presto nyni, pro nazornost, ukazeme dva typy orbit kvadratické
funkce y = 22 + ¢, kde ¢ € R, tedy uzlovych graféi jednotlivych unarti. Podle
predchozich zavért bude dutleZitou hodnotou pfi tomto popisu hodnota kon-
stanty c.
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1
Ukdzka 1: konstanta ¢ > 1

Zvolme x = 1. Funkci y = 22 + 1 jsme jiz popisovali v ivodni ¢asti kapitoly,
viz obr. 3. Pfipomenme si, tento uzlovy graf daného unaru se rozpada na dva
typy konecnych acyklickjch orbit, jeden Fetézec na obr. 3 vyrustajici z nuly
a nespocetné mnoho Fetézcl (na obrézku vpravo), vyristajicich z intervalu
(0, ¢), v tomto ptipadé (0,1).

1

Ukdzka 2: konstanta ¢ = 1
Situace se zméni, pokud budeme pozorovat chovani iteraci funkce y = 22 +

1

1 Uzlovy graf pfislusného unaru tvofi jedna cyklickd orbita v bodé dotyku
1

paraboly s identitou (obr. 4), ¢ili v bodé 5 (prvni orbita zleva). ProtoZe se

1
jedna o sudou funkci, zobrazuje se na tuto hodnotu také —5

Obrézek 4: Kartézsky graf a orbity funkce
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Déle z nuly vyrtstd jedind orbita (na obrazku 4 druhd zleva), ktera je
acyklickd a nekone¢né. Nespocetné mnoho orbit vyrtsta z hodnot intervalu

1
0, 1 (tfeti orbita zleva). Posledni typ orbit (na obrazku 4 vpravo) jsou neko-

necné, acyklické orbity, je jich nespocetné mnoho a vyristaji z hodnot intervalu

()

1
Dale bychom mohli popsat orbity pro piipad konstanta 0 < ¢ < 1 ac=0.

Graf prvni moznosti konstanty ma dva pruseciky s identitou, vrchol paraboly
neni v nule, tedy jisté opét jedna orbita bude stejného typu jako v pfipadu 2.
Objevi se i jednocykly, smycky. Dalsim problematickym bodem, jak jsme jiz
naznacili, je nula. Nechdme na samotném c¢tenaii, aby se pokusil o detailni
popis obou ptipadi.
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Pokud vsak konstanta ¢ bude zaporna, podstatné se méni situace. Bodi,
ve kterych mohou nastat cykly, nebo které se chovaji ,podeziele“, je vic nez
v predchozich ptipadech. Vrchol paraboly, dva priiseciky s osou x, dva priseciky
s identitou. Do této doby se jako typ orbity objevovaly nejvyse jednocykly,
otézkou je, zda se objevi cykly délky dva a vice. Odpovéd vSak neni jednoduché
a nechame ji proto otevienou, jako moznost pokracovani tohoto ¢lanku.

Zaveér

Pr1i Giplném a vycCerpavajicim posouzeni celého problému se tedy naskyta otazka,
zda se vyskytnou také ¢tyfcykly, vicecykly? Je jisté, Zze budou takové orbity re-
prezentovat dané unary, jen nejsme schopni presné urcit jejich tvar. Ze vSech
predchozich avah vyplyva, Ze sledovana problematika neni trivialni. Proto jsme
si ani nekladli naroky prinést jeji vycerpavajici popis, snazili jsme se ji pouze
¢tenafi priblizit, abychom ukazali slozitost celého problému. Pokusili jsme se na
prikladu kvadratickych funkci predvést, Ze i na tomto jednoduchém ucivu lze
demonstrovat krasu matematiky a studentim dat prostor k samostatnému ma-
tematickému experimentovani. Naznacené problémy jsou vhodné do specialnich
vybérovych seminait a jsou vhodné pro nadané studenty. Problematika teorie
iteraci poméaha modelovat fadu déji probihajicich v redlném svété. Souvisi s te-
orii chaosu ¢i fraktalni geometrii. M4 tedy velké vyuziti v technice, v ekonomii,
pocitacovych technologiich. Domnivame se proto, ze ukazky takové matema-
tiky jsou jednou z mozZnosti, jak demonstrovat Gcinnost a silu matematickych
metod.
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Theory of iterations and monounary algebra in
hight school

In this article we were concentrated on the possibilities of iteration theory us-
age in the theory of monounary algebras. We studied especially two-parameter
family of quadratic function f(z,t,s) = f(z +t)? + s, among others because of
the importance of quadratic functions in school mathematics and significance
of simple non-linear models. We were thinking about the description of blocks
of conjugated functions.
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