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Abstrakt

V roce 2010 uplynulo 100 let od doby, kdy Johannes Diderik van der
Waals ziskal Nobelovu cenu ,za praci na stavové rovnici plyni a ka-
palin“. Van der Waalsova rovnice je soucasti vsech modernich i méné
modernich ucebnic fyziky, technické termomechaniky, fyzikalni chemie.
Neni divu. Pfekvapivé dobfe kvalitativné popisuje fazové prechody a tvori
mustek mezi popisem ideadlniho plynu a popisem chovani realnych kapa-
lin a plynt. V mnoha ucebnicich v§ak pfevazuje pomérné jednostranny
pohled a vyklad a zdaleka neni vyuzit veskery potencial, ktery v sobé
tato rovnice skryva.

Clanek je zaméien na popis van der Waalsovy rovnice v proménnych
tlak, teplota a hustota latkového mnozstvi, protoze popis v téchto pro-
ménnych je v uebnicich méné obvykly, pficemz v praxi se tyto proménné
pro popis chovani redlnych kapalin a plynid casto pouzivaji. Pomoci hus-
toty je prezentovano i Maxwellovo pravidlo. Pro konkrétni parametry
rovnice je zobrazen v p — p diagramu pribéh izoterem, vyznacena spino-
dala a mezni kiivka. Ukazuje se, Ze v mnoha ucebnicich jep —pip—wv
diagram znazornovan velmi schematicky. V predkladané praci je ukéa-
zano, ze i jednoducha van der Waalsova rovnice muze byt pouzita pro
ilustraci problémt s numerickym feSenim hodnot na mezni k¥ivce pomoci
Maxwellova pravidla.

Kli¢ova slova: van der Waalsova rovnice, Maxwellovo pravidlo, nume-
rické metody, stavova rovnice
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Uvod

Zdanlivé jednoducha stavova rovnice

RT a
= _ — 1
P=—0 " (1)

kde p je tlak, R molarni plynova konstanta, T teplota, v molarni objem,
a,b jsou na latce zavislé konstanty, se nazyva po svém tvirci van der Waal-
sova. Konstantu b lze interpretovat jako korekci na vlastni objem ¢astic, vyraz

vevs

a
— jako opravu vnéjsiho tlaku o tzv. kohezni tlak, vyvolany vzajemnym piso-
v

benim molekularnich sil. Odvodit stavovou rovnici lze i metodami statistické
fyziky. Podrobny vycet rozliénych vlastnosti van der Waalsovy rovnice 1ze najit
v mnoha ucebnicich a monografiich, za vSechny uvedme napft. [1-4].

Vyznam van der Waalsovy rovnice bude jinak hodnotit fyzik a jinak tech-
nik nebo chemicky inzenyr. Van der Waalsova rovnice je velmi vhodné pro
kvalitativni popis fazovych pfechodu. Lze na ni ilustrovat zakladni vlastnosti
kritického bodu vcetné asymptotického chovani fady termofyzikalnich velicin,
lze urc¢it podminky a hranice stability, ilustrovat moznost koexistence dvou
fazi, vysvétlit metastabilni stavy. Pro tzv. van der Waalsovy tekutiny (tekutiny
spliiujici van der Waalsovu rovnici) lze odvodit kritické a pseudokritické koe-
ficienty a porovnavat je s experimentalnimi hodnotami kritickych koeficienti
nebo s koeficienty poéitanymi z Isingova modelu [5]. Moderni teorie chovani
latek v kritickém bodé diskutuji rovnéz feseni pro van der Waalsovy tekutiny —
viz napiiklad [6]. Van der Waalsova rovnice se snadno pfevede na bezrozmérovy,
na konkrétni latce nezavisly tvar, coz vede k tzv. ,principu korespondujicich
stavi, ¢asto vyuzivanému i pro popis chovani realnych tekutin.

Pro inZenyrskou praxi je rovnice nedostacujici. Stala se vsak vychodis-
kem pro dalsi kubické rovnice, které 1épe predpovidaji vlastnosti latek a které
jsou dodnes v chemicko-inZenyrské praxi pouzivany (Redlichova-Kwongova,
Pengova-Robinsonova a dalsi). Podrobny popis termofyzikalniho chovéni real-
nych tekutin vyzaduje zna¢né vice koeficienti. Vyhodnéjsi je formulace pro
néktery termodynamicky potencidl, z niz lze stavovou rovnici ziskat pomoci
derivovani. Vsechny odvozené veli¢iny budou termodynamicky konzistentni.
Napriklad pro popis termofyzikalnich vlastnosti vody se pouziva rovnice pro
volnou energii s nékolika desitkami koeficientd (viz formulace IAPWS-95 [7]).

Pokusme se podivat na van der Waalsovu rovnici z trochu jiného thlu, nez
jak se obvykle v uéebnicich uvadi. Zminovana rovnice je vybornym startovacim
mustkem k sezndmeni s metodami vypoctu termofyzikalnich vlastnosti latek,
kdy nestaci jen dosadit do vzorecku, ale je tfeba numericky resit ziskané vztahy.
Rovnici 1ze uvadét i v trochu méné obvyklém tvaru, v némz misto molarniho
objemu bude vystupovat hustota latkového mnozstvi (nékdy se nespravné uvadi
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pojem molarni hustota). Tento tvar je pro vypoéty redlnych latek v praxi ¢asto
vhodnéjsi.

Zakladni vztahy

V nékterych aplikacich se pouziva spise hustota nez molarni objem, napiiklad
v teorii fazovych pfechodu. Pfi zkoumani van der Waalsovy rovnice je to méné
obvykly piistup, uvedme proto v této kapitole piehled potfebnych vzorct. Rov-
nice (1) ma pfi pouziti hustoty latkového mnozstvi misto molarniho objemu
tvar
T
p= ﬁ—fp —ag?. (2)

Rovnici (2) lze napsat v ekvivalentnim tvaru, ze kterého je vidét, ze je
vzhledem k hustoté latkového mnozstvi kubicka:

abp® — ap® + (RT + pb)p —p = 0. (3)
V kritickém bodé plati

), ()
— ] =0, — ] =0.
(8p T 0% ) p

7 téchto rovnic muzeme urcit napf. parametry kritického bodu p., T, a ze
stavové rovnice pak i hodnotu p,:

1 _ 8a _a
Pe = 3p’ cTotrRy  PeT om
Zavedeme-li redukovanou hustotu, teplotu a redukovany tlak

(4)

P T P
Pr = —, Tr_*a Pr=—, 5
Pe T, Pe (5)
lze rovnici (2) psat v bezrozmérovém tvaru
8pr 1y 2
y = ——— — 3p-. 6
ST (6)

Rovnice (6) je zajimava tim, Ze v redukovanych proménnych ma stejny tvar
pro vSechny van der Waalsovy tekutiny.
Hranici termodynamické stability, az do které miize existovat metastabilni
0
stav latky, nazyvanou také spinodala, lze definovat vztahem (p) = 0. Pro

op)r
spinodalu tak ziskdme vztah
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T =20y, (7)

nebo pro proménné tlak a hustota latkového mnozstvi

p = ap*(1 — 2pb). (8)

Pro urceni mezni kiivky, rozhrani mezi fazemi, kdy pro dany tlak a teplotu
mize latka existovat ve dvou rtznych fazich, napf. v kapalné (o moldrnim
objemu v;) a plynné (o moladrnim objemu vs), se pouZivd tzv. Maxwellovo
pravidlo [2], plynouci z podminky rovnosti chemickych potencidld pro kapalinu
a paru na mezni kfivce:

V2
/ p(v,T)dv =p(v2, T) - v2 — p(v1,T) - v1, (9)
v1

kde p(v% T) = p(vlv T)

V tomto vyrazu uvazujeme integral po izotermé (pii konstantnim T') a za-
rovenl pfedpokladame, Ze p je funkci objemu a teploty. Vztah (9) lze pfepsat
v proménnych p a T

/plp(va)dp _plp2,T)  p(p1,7T)

- : 10
. PP p2 p1 (10)

kde p(p2,T) = p(p1,T), a po integraci ziskdme vztah pro vypocet mezni
kiivky:

P2 — P1
+ 2a(p2 — = RTb 11
(o2 = 1) (L= bp1)(1 —bp2) ()

Na mezi sytosti musi rovnéz platit:

leT 2 pgRT
—apy =
L —bps 1 —bp2
Ze vztahd (11, 12) pak lze spoéitat pro danou teplotu hustoty p; a ps.

— aps. (12)

Vysledky

Pro rovnovazny jednoslozkovy jednofazovy termodynamicky systém, jakym je
napiiklad vodni péra, staci dvé veli¢iny pro urceni systému, naptiklad hustota
a teplota. Ze stavové rovnice (2) (pro van der Waalsovy tekutiny) pak uréime
dals{ veli¢inu, naptiklad tlak. Podobné jednodu$e mtizeme z (2) urcit teplotu,
jsou-li zadany hodnoty hustoty a tlaku. Jina situace nastane, jsou-li zadany
tlak a teplota a ma se urcit hustota. Teoreticky lze Fesit kubickou rovnici (3)
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pomoci Cardanovych vzorcti, tvar tohoto feSeni vSak neni pro praktické vyuziti

vhodny.
Uvazujme latku, pro kterou a = 0,5 JmPmol 2,6 =2-10"° m®mol ™}, R =

8,314 JK 'mol 1.

e Urcéime hustotu latkového mnozstvi, teplotu a tlak kritického bodu.

e Znazornime izotermy pro 400 K, 700 K, 891 K a 1 200 K v p—p diagramu.
e V p — p diagramu vyznacime spinodalu.

e V p — p diagramu vyznac¢ime mezni kiivku.

e Urcime hustotu latky pro danou teplotu 7" =1 000 K a tlak p = 30 MPa.
Z rovnice (4) spo¢teme parametry kritického bodu:

T. =891 K, p. = 46,3 MPa, p. = 16 667 mol - m~3.
Pro fixovanou teplotu a rtizné hustoty se ze vztahu (2) spoc¢ita tlak a vynese

se do grafu. Vysledné izotermy jsou znazornény na obrazku 1.

Obrazek 1: Izotermy, kriticky bod, spinodala a mezni kfivka van der Waalsovy

rovnice
250 7 p [MFa] Y / ,
150 - ;)
N o mmmm— D plkmeifm®)
‘ ’
50 4 40 -
,' W Kritbhod
1 Spinodala
150 . Meznikfivka
- - - =T=400K
— - - T=T00K
250 - T=891K
— — T=1200K

Zdroj: vlastni

Je zajimavé porovnat izotermy van der Waalsovy rovnice se schématy uva-
dénymi v literatufe - viz napf. [8]. Tato schémata ¢asto neodpovidaji pribéhu
izoterem ziskanych z rovnic popisujicich stavové chovani realnych plynd a ka-

palin (v€etné van der Waalsovy rovnice).
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Obrazek 2: Schematicky znazornéné izotermy van der Waalsovy rovnice

tlak
v

spinodala

pc
hustota

Zdroj: prevzato z [8]

Spinodalu lze nakreslit ze vztahu (8). SloZité&jsi je sestrojeni mezni kiivky
dané vztahy (11) a (12). Z nich lze napiiklad vytvofit vztahy pro veli¢iny

p1(1 —bp2) P2 — p1
= RTIn —% 4+ 2a — — RTY
@ pa(l —bpy) 2002 =P = RV S ),

o p1RT p2RT 2 2
Q2= 1 —bpy  1—bpy +apy — apy

a definovat funkcionél

Q= Qi + Q3. (13)

Hledejme nyni pro danou teplotu veliiny p; a po tak, aby funkcionél (13)
mél minimum rovné nule. K feSeni lze pouzit napt. SW Matlab (fminsearch).
Problematicka je volba pocatecnich hodnot p; a ps. U redlnych latek je casto
mozné vyuzit naméfenych hodnot pro mezni kiivku nebo jesté lépe néjaky apro-
ximaéni vztah. Napiiklad pro vodu lze pouzit velmi pfesny vztah [9], nebo jeho
zobecnéni v [10]. Pro celou fadu dalsich latek lze pouzit nap¥. Antoineovu rov-
nici s prislusnymi parametry. Pro van der Waalsovu rovnici je tfeba pocateéni
hodnoty uhodnout (alespon pro zakladni orientaci je pfitom vhodné vyuzit spi-
nodélu). Je t¥eba si uvédomit, ze feSenim (nezddoucim) je i vztah p; = po, ktery
muze zpusobit problémy v blizkosti kritického bodu, a Ze pro kubickou rovnici
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existuje jesté dalsi, nefyzikalni feSeni p3. Podrobnéjsi informace o problematice
vypo¢tu mezni kiivky lze nalézt v [11].

Zdanlivé jednoduchym tkolem je pozadavek najit hustotu latkového mnoz-
stvi pro danou teplotu 7" = 1000 K a tlak p = 30 MPa. Pro kubickou rovnici
(3) najdeme hodnotu p = 4323,2 mol - m~3.

Zajimavé mutze byt srovnani tohoto vysledku s velikosti hustoty ziskané z rov-
nice pro idealni plyn p = RT p. Pro stejné hodnoty tlaku a teploty pouzité v rov-
nici van der Waalsové ziskdme hustotu pro idealni plyn p = 3608, 37 mol - m 3.

Na latce zdvislé konstanty a, b v rovnici (3) jsou vét§inou odvozovany z pod-
minek v kritickém bodé — viz vztahy (4) a jejich odvozeni. Pfitom ale van der
Waalsova rovnice pro malé hustoty a dostatecné vysoké teploty prejde do rov-
nice idealniho plynu a bylo by tedy prirozené ocekévat, ze se da pouzit pro
zpresnéni popisu termodynamickych vlastnosti tam, kde se za¢ina chovani latky
lisit od idealniho plynu. Pak se ale konstanty a, b nemohou pocitat z kritic-
kych veli¢in (viz vySe uvedené hodnoty pro idedlni plyn a van der Waalsovu
tekutinu) a je tfeba aproximovat je na pfislusné experimentalni data.

Predpovéd vlastnosti latek z hodnot kritického bodu je u van der Waalsovy
rovnice obecné velmi $patna. Ukazeme to na kompresibilitnim faktoru Z, ktery

je definovany vztahem Z = % Naptiklad v [3] je uveden kriticky kompresi-
p

bilitni faktor nékolika redlnych plyni (hodnota se pohybuje zhruba v rozmezi
od 0,2 do 0,3), ale pro van der Waalsovu rovnici vychazi hodnota 0,375.

Pii vypoctu konstant a, b z vlastnosti latky v kritickém bodé je také proble-
matické, ze kritické veli¢iny p., T, p. jsou tfi, ale parametry a, b jsou jenom
dva. Ze vztahii (4) a experimentalnich hodnot kritickych veli¢in latky mtZeme
pak dostat t¥i rizné dvojice hodnot a, b. Tyto parametry budou davat spravné
hodnoty veli¢in, z nichz byly odvozeny, ale dalsi kritickéd veli¢ina pak bude mit
s nejvétsi pravdépodobnosti chybnou hodnotu.

Rovnici (3) lze fesit s vyuzitim SW Matlab, na jejim feSeni lze ale rovnéz
ilustrovat nékteré zakladni numerické metody. Obecné lze problém definovat
nésledovné. Hledadme hodnoty p, pro které plati

f(p) = abp® — ap® + (RT + pb)p —p = 0. (14)

Obecné vzato, funkce F(p) nyni miize byt z matematického pohledu libo-
volna funkce, pro kterou viibec nemusi existovat analytické feseni. Proto se zde
nespokojime s moznosti numerického feseni kubické rovnice, ale pokusime se
formulovat obecnéjsi pfistup. V mnoha piipadech je numerické feSeni jedinou
cestou k nalezeni vysledku. Mtzeme napt. pouzit Newtonovu — Raphsonovu
metodu. Necht p; je néjakd aproximace feSeni (14), pak za dalsi aproximaci
zvolime hodnotu
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o f(pi)
PEL T )

V nasem piipadé:

f(p) = abp® — ap® + (RT + pb)p — p
f'(p) = 3abp?® — 2ap + (RT + pb)

a tedy
abp} — ap? + (RT + pb)p; —p
Pit1 = pi — 5 (15)
3abp? — 2ap; + (RT + pb)
Jako pocatec¢ni aproximaci pouzijeme vztah pro idealni plyn, tj. pg = %

Tato volba pocateéni podminky je velmi dobréa, k hodnoté feSeni kubické
rovnice s presnosti na dvé desetinnd mista jsou tfeba 3 iterace. Vyhodou vzo-
recku (15) je jeho snadnd realizace (napiiklad v Ezcelu).

Zavér a diskuse

Van der Waalsova rovnice pies svou zdanlivou jednoduchost skyta mnohé za-
ludnosti spo¢ivajici v tom, Ze neexistuje analytické FeSeni (nebo je pro praxi
nepouzitelné — viz Cardanovy vzorce), a to jiz pro jednoduché tlohy. K feseni
se nutné musi pouzit nékteré numerické metody.

Schematické zobrazeni izoterem pro van der Waalsovu rovnici je ve velké
vétsiné ucebnic fiktivni, vzdalené od reality. Vysvétlenim mize byt, ze takovy
pristup usnadtiuje studentim pochopeni problematiky fazovych pfechodu. Je
ale zaroven uziteéné porovnat fiktivni, ilustrujici diagram s diagramy p — p,
p—v van der Waalsovy rovnice, prosté proto, ze konkrétni aproximacni vztahy
realnych tekutin se od idealizovaného zobrazeni dosti znacné odlisuji.

Maxwellovo pravidlo je elegantni cesta, jak najit mezni kiivku fazového
prechodu. Praktické reseni vsak pfinasi mnohé tiskali. Pro rozsahlé, opakované
vypocty je extrémné dilezita rychlost konvergence a piesnost ziskaného feseni,
velmi dilezité je pochopeni problémii spojenych s volbou pocatecniho feseni
iteracniho procesu.

I na tak zdanlivé jednoduchém tkolu, jako je nalezeni hustoty pro dany tlak
a danou teplotu, 1ze zvolit rizné metody Feseni, grafickou poc¢inaje, pfes vyuziti
jiz hotového softwaru, az po napséani zdrojového kédu v nékterém programova-
cim jazyce. Lze aplikovat i prosté feseni iteracniho procesu, napt. v Ezcelu.
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A few remarks to the van der Waals equation

In 2010 it was 100 years since the time when Johannes Diderik van der Waals
was awarded the Nobel Prize ”for his work on the equation of state for gases
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and liquids”. Van der Waals equation is included in all modern and less mod-
ern physics, technical thermodynamics and physical-chemistry textbooks. This
equation surprisingly well qualitatively describes phase transitions. It is a con-
nection between the ideal gas behavior description and between a description
of real liquids and gases.

This paper deals with a description of the van der Waals equation in pres-
sure, temperature and density variables. The Maxwell’s rule using the density
is presented. Isotherms, the spinodale and the limit curve for specific equation
of state parameters are shown in a diagram. It is shown that p — p and p — v
diagram is strongly schematic presented in many textbooks. Problems involv-
ing the numerical solution of the limit curve values using Maxwell’s rule and
an importance for a good initial guess choice are discussed.

Keywords: van der Waals equation, Maxwell’s rule, numerical methods, equa-
tion of state
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